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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
КИНЕМАТИКИ ПЛАНЕТАРНОГО ВОЗВРАТНО-

ВРАЩАТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕШИВАЮЩЕГО УСТРОЙСТВА1 
 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Перемешивающие устройства широко используются 

для проведения большинства химических, нефтехимических, тепломассооб-
менных процессов. В настоящее время наиболее распространенными являются 
перемешивающие устройства с вращательным движением рабочего органа, 
однако они зачастую не позволяют достичь требуемого уровня тепломассооб-
мена. Для устранения данного недостатка предлагается использовать возврат-
но-вращательное перемешивающее устройство с планетарным исполнитель-
ным механизмом. Цель работы – построение и исследование кинематической 
модели механизма. 

Материалы и методы. Исследование кинематики планетарного механизма 
выполнено с помощью метода Кутцбаха – Смирнова, обработка эксперимен-
тальных данных проведена методами статистического анализа. 

Результаты. Построена кинематическая модель механизма, получены вы-
ражения для определения функции положения, аналога скорости и ускорения 
выходного звена планетарной передачи. Проведена экспериментальная про-
верка адекватности разработанной математической модели, оценены погреш-
ности измерения.  

Выводы. Полученная кинематическая модель соответствует реальному 
объекту, поэтому она может использоваться при дальнейшем динамическом  
и силовом анализе машины, а также при проектировании новых высокоэффек-
тивных возвратно-вращательных перемешивающих устройств. 

Ключевые слова: кинематика, планетарный механизм, возвратно-вращате-
льное перемешивающее устройство, планы скоростей, нормальное распреде-
ление, критерий согласия Пирсона, доверительный интервал. 
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AN EXPERIMENTAL STUDY OF KINEMATICS  
OF A PLANETARY ROTATIONALLY  
RECIPROCATING STIRRING TANK 

 
Abstract. 
Background. Stirring tanks are widely used for most of chemical, petrochemical, 

heat and mass transfer processes. Currently, the most common ones are stirrers with 
rotational impeller motion, but they often do not achieve the required level of heat and 
mass transfer. To eliminate this disadvantage, it is proposed to use a rotationally recip-
rocating stirred tank (RRST) with a planetary actuator. The purpose of the work is to 
construct and study a kinematic model of the mechanism. 

                                                           
1 Данное научное исследование проводится при поддержке Фонда содействия развитию 

малых форм предприятий в научно-технической сфере по программе «У.М.Н.И.К.» по теме 
«Разработка и исследование инновационных перемешивающих устройств» в рамках договора 
№ 8037ГУ/2015 от 23.11.2015. 
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Materials and methods. The aithors investigated the planetary mechanism’s kin-
ematics using the Kutzbach-Smirnov method and processed the experimental data 
by methods of statistical analysis. 

Results. The article describes the constructed kinematic model of the mechanism 
and the obtained equations for determining functions of the position, velocity and 
acceleration analogues of the planetary gear output link. The adequacy of the devel-
oped mathematical model was verified experimentally; the measurement errors were 
estimated. 

Conclusions. The resulting kinematic model corresponds to the real object, so it 
can be used for further dynamic and force analysis of the machine, as well as for de-
sign of new highly effective rotationally reciprocating stirred tanks. 

Key words: kinematics, planetary mechanism, rotationally reciprocating stirred 
tank (RRST), velocity plans, normal distribution, Pearson's chi-squared test, confi-
dence interval. 

Введение 

Реакторы с мешалками широко используются в химической, нефтехи-
мической, пищевой, строительной и многих других отраслях промышленно-
сти [1]. Перемешивание позволяет повысить интенсивность химических, теп-
ловых и массообменных процессов, применяется для приготовления раство-
ров, эмульсий и суспензий [2]. 

На данный момент наиболее распространенными являются перемеши-
вающие устройства с вращательным движением рабочего органа [3, 4]. Они 
надежны, просты в изготовлении и эксплуатации. Однако в установившемся 
режиме работы скорости мешалки и перемешиваемой среды уравниваются, 
что приводит к снижению интенсивности тепломассообмена. 

В работах [5, 6] описаны перемешивающие устройства, оказывающие 
вибрационное воздействие на обрабатываемую среду за счет возвратно-
вращательного движения рабочего органа. При таком способе перемешива-
ния рабочий орган постоянно меняет направление движения, что приводит  
к увеличению градиента скоростей перемешиваемой жидкости и позволяет 
значительно повысить интенсивность процессов в реакторе. 

В качестве приводного механизма возвратно-вращательного перемеши-
вающего устройства (ВВПУ) предложена планетарная передача с эллиптиче-
скими зубчатыми колесами (рис. 1). Преимуществами данной передачи перед 
рычажными преобразователями движения являются компактность и надеж-
ность, а также простота уравновешивания [7]. 

Предложенный механизм состоит из стойки 0, входного вала 1, води-
ла 2, выходного вала 3, солнечного цилиндрического колеса 4, эллиптиче-
ского зубчатого колеса 5, цилиндрического зубчатого колеса 6 сателлита, 
эллиптического зубчатого колеса 7 сателлита, вала 8, соединяющего колеса 
сателлита. 

Соединив с двигателем входной вал 1 и закрепив на выходном валу 3 
рабочий орган, получим ВВПУ. Принцип работы перемешивающего устрой-
ства заключается в следующем. Двигатель сообщает вращательное движение 
входному валу 1 и водилу 2, благодаря этому зубчатое колесо 6 обкатывается 
по солнечному цилиндрическому зубчатому колесу 4, движение колеса 6 со-
общается через вал 8 сателлита эллиптическому колесу 7, которое приводит  
в движение эллиптическое колесо 5 вместе с выходным валом 3. Выходной 
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вал 3 через полный оборот входного вала 1 оказывается в первоначальном 
положении, при этом вследствие переменного передаточного отношения па-
ры эллиптических зубчатых колес 5 и 7 совершает возвратно-вращательное 
движение, которое передается жестко закрепленному на выходном валу ра-
бочему органу. 

 

 

Рис. 1. Планетарный приводной механизм перемешивающего устройства 
 
Целью работы является кинематическое исследование предложенного 

планетарного приводного механизма с эллиптическими зубчатыми колесами. 

1. Кинематическая модель механизма. 

Покажем, что исследуемый планетарный механизм обеспечивает воз-
вратно-вращательное движение рабочего органа, для чего построим планы 
положений в диапазоне 10 2     (рис. 2). 

Как видно из рис. 2, при одностороннем вращательном движении вход-
ного вала вместе с водилом эллиптическое колесо вместе с выходным валом 
совершают возвратно-вращательное движение. Для построения кинематиче-
ской модели изобразим план скоростей звеньев механизма для одного из 
промежуточных положений, например в положении, показанном на рис. 2,б 
( 1 45   ). 

Аналог угловой скорости выходного вала 3 (рис. 3) определится по 
формуле [8]:  
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,  (1) 

где 3 , 3  – угол поворота и угловая скорость выходного вала 3; 1 , 1  – 

угол поворота и угловая скорость входного вала 1. 
Учитывая подобие треугольников BDD΄ и BCC΄, уравнение (1) можно 
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3

BD AC

BC ED

 


.  (2) 

 

а) 1 0    б) 1 45    

в) 1 90    г) 1 135    

д) 1 180    е) 1 225    

ж) 1 270    з) 1 315    

Рис. 2. Планы положений исследуемого механизма 
 
Так как радиус зацепления в паре эллиптических колес 5 и 7 не являет-

ся постоянной величиной, то точка D на плане скоростей будет менять свое 
положение, при этом будет меняться длина и направление вектора DD΄. Для 
нахождения отрезков BD и ED представим уравнение эллипса в полярной си-
стеме координат [9]. Фокус ведущего эллипса 1 примем за полюс, а большую 
ось – за полярную ось (рис. 4), тогда уравнение эллипса запишется в виде 
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( )
1 cosx

x

p

e
  

 
,  (3) 

где 1x      – угол поворота эллиптического колеса 7; e – эксцентриситет 

эллипса; a – большая полуось эллипса; p = a(1 – e2) – фокальный параметр 
эллипса. 

 

 

Рис. 3. План скоростей звеньев механизма 
 

 

Рис. 4. Зацепление пары эллиптических колес 
 
Тогда длины отрезков BD и ED определятся: 

 BD a  ,  (4) 

 2ED a  . (5) 
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Учитывая, что AC = 2a, BC = a, подставим (4), (5) в (2) и получим 

 
3

( ) 2
1

(2 ) 2

a a

a a a

     
 

.  (6) 

Подставляя (3) в (6), получим 

 
3
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  

    
.  (7) 

Для определения аналога углового ускорения 3 1( )   продифференци-

руем (7) по обобщенной координате: 

 

1
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.  (8) 

Определим закон движения выходного вала 3 1( )  , проинтегрировав 

(7) по обобщенной координате: 
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                 
           

.  (9) 

Таким образом, уравнения (7)–(9) полностью описывают кинематику 
исследуемого планетарного механизма. 

2. Экспериментальное исследование положения выходного  
вала планетарного исполнительного механизма 

Проведем проверку адекватности разработанной кинематической моде-
ли реальному механизму. Так как уравнения (7)–(9) зависят друг от друга, то 
достаточно проанализировать одно из них, например функцию положения 
(9). Для проведения исследований спроектирован и изготовлен макет плане-
тарного механизма с набором сменных эллиптических колес, имеющий сле-
дующие геометрические параметры: диаметры цилиндрических зубчатых  
колес 4 и 6 равны d4 = d6 = 50 мм; межосевое расстояние a = r4 + r6 = 50 мм; 
размеры эллиптических колес приведены в табл. 1.  

Таблица 1 
Размеры сменных эллиптических колес 

№ пары
Большая  
полуось a 

Малая  
полуось b

Фокальное 
расстояние c 

Фокальный 
параметр p 

Эксцентриситет e 

1 25 20 15 16 0,6 
2 25 21 13,565 17,64 0,543 
3 25 22 11,874 19,36 0,475 
4 25 23 9,798 21,16 0,392 
5 25 24 7 23,04 0,28 
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Исследование функции положения проводилось путем измерения углов 
поворота 1  и 3  ведущего и ведомого валов с интервалом 10 , в каждом из 
положений по трем измерениям. Результаты измерений показаны на рис. 5. 

 

 

Рис. 5. Результаты измерения функции положения 
 
Как видно из рис. 5, максимальные отклонения результатов экспери-

мента от расчетных данных не превышают 7 %. 
Проведем статистический анализ результатов измерений на примере 

механизма с парой эллиптических колес № 2 (a = 25, b = 21). На рис. 6 пока-
заны графики абсолютных ошибок   для трех измерений.  

Построим интервальный вариационный ряд полученных эксперимен-
тальных данных. Для определения оптимального количества интервалов k 
воспользуемся формулой Стерджесса [10]: 

 3,32lg 1k n  ,  (10) 

где n – численность совокупности ( 108n  ). 
Разбив выборку на k = 8 интервалов, построим гистограмму рассеива-

ния результатов измерений (рис. 7). 
Проверим гипотезу о нормальном распределении исследуемой выбор-

ки. Параметры нормального распределения (математическое ожидание и 
среднеквадратическое отклонение) определим по формуле [11]: 

 1

( ) ( )
n

i i
i

M X x p


 ;  (11) 

 
2( ) ( ( ))i iX x M X p    ,  (12) 

где xi – среднее значение интервала; pi – вероятность попадания величины  
в интервал. 

φ1, ° 

φ3, ° 
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Рис. 6. Графики абсолютных ошибок 
 

 

Рис. 7. Гистограмма рассеивания результатов измерений 
 
Для исследуемой выборки ( ) 0,313M X    и ( ) 0,953X  . Вычислим 

теоретические вероятности попадания в интервал через интегральную функцию: 

 
теор

1( ) ( ),i iiP F Z F Z    (13) 

где ( )F Z  – интегральная функция выбранного закона распределения. 

φ1, °

ξ, ° 
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Теоретические частоты попадания в интервал определим по формуле 

 
теор теор
i in P n  .  (14) 

Построим гистограммы эмпирических и теоретических частот на одном 
графике и сравним результаты (рис. 8). 

 

 

Рис. 8. Гистограммы эмпирических и теоретических частот 
 
Из рис. 8 видно, что эмпирические и теоретические частоты попадания 

в интервал совпадают. 
Для проверки выдвинутой гипотезы воспользуемся критерием согласия 

Пирсона [11]: 

 

 2теор
2
набл теор

i i

i

n n

n


  .  (15) 

Проверим, удовлетворяет ли полученное значение 2
набл 0,918   вы-

бранной гипотезе по уровню значимости 0,05   и количеству степеней 

свободы k = 5. Так как 2 2
набл кр   , то выбранную гипотезу считаем верной. 

Оценить процент вероятности принадлежности распределения к нор-
мальному можно по формуле, предложенной в [12]: 

 

 

2
1 ( )

1
2 2

02

1
1 100 %

2 Г / 2

t kk

k
e t dt

k

  
  
  
      
  

    

 ,  (16) 

где  Г / 2k  – Гамма-функция; k – число степеней свободы. 
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Используя формулу (16), получим 96,89  . Таким образом, данное 
распределение относится к нормальному с вероятностью 96,89 %. Используя 

выражения (11)–(16), вычислим 2
набл  и   для других пар эллиптических 

колес (табл. 2). 
 

Таблица 2 

Значения 2
набл  и   

№ пары 2
набл   , % 

1 71,854 4,2 · 10–12 

2 0,918 96,89 
3 50,37 1,16 · 10–7 
4 18,74 0,215 
5 4,695 45,422 

 
Как видно из табл. 2, гипотезу о нормальном распределении результа-

тов измерения можно считать верной для экспериментов с парами эллиптиче-
ских колес № 2 и № 5. 

Определим погрешность измерений с доверительной вероятностью 
P = 0,99. Найдем квантиль распределения m из выражения 

 Ф( ) Ф( ) ,m m P     (17) 

где Ф(m) – функция Лапласа. 
Так как функция Лапласа нечетная, то Ф( ) Ф( ).m m    Преобразуем 

выражение (17) и получим 

 

0,99
Ф( ) 0,495

2
m   .  (18) 

Используя таблицу значений Ф(Z) [13], находим m = 2,57. Тогда дове-
рительный интервал с надежностью 0,99 запишется в виде 

 ( ) 2.57 ( ) ( ) ( ) 2.57 ( )M X X M X M X X      .  (19) 

Таким образом, для механизма с парой эллиптических колес № 2 и № 5 
погрешности измерения с вероятностью 0,99 попадают в интервалы 

0,313 2,45    и 0,36 1,64    соответственно. 

Заключение 

В результате работы исследована кинематика исполнительного меха-
низма ВВПУ, который представляет собой планетарную передачу с эллипти-
ческими зубчатыми колесами. Построены планы положений и скоростей, 
определены функции положения, аналога скорости и аналога ускорения вы-
ходного вала. 

Проведенные экспериментальные исследования подтвердили адекват-
ность построенной кинематической модели реальным механизмам с различ-
ными размерами эллиптических колес. Таким образом, полученные зависи-
мости могут быть использованы при дальнейшем динамическом, силовом 
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анализе, а также при проектировании перемешивающих устройств с предло-
женным планетарным механизмом. 
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